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Calculations with the Pseudopotential Method on Alkali Metal Molecules

The ground state potential curves of Li,, Na,, K,, Rb,, Cu, near the minima have been calculated
with the aid of the modified Hellmann’s pseudopotential method (KN, [3]) using a DAIM procedure.
These and other results are discussed regarding an optimal form of the model potential operator.

Die Potentialmulden der Molekiile Li,, Na,, K,, Rb,, Cu, im Grundzustand werden nach dem
Kombinierten Ndherungsverfahren (KN, [3]) unter Verwendung von ,,Hellmann-Potentialoperatoren®
nach einer ,,Deformierte Atome in Molekiilen“-VB-CI-Methode berechnet. Diese und andere Er-
gebnisse werden hinsichtlich der gilinstigsten Form des Modellpotentialoperators diskutiert.

Calcul des courbes de potentiel de Li,, Na,, K,, Rb, dans leurs états fondamentaux par la méthode
du pseudopotentiel de Hellman modifiée, (KN, [3]) a 'aids d’une procédure DAIM. On utilise ces
résultats et d’autres pour une discussion de la meilleure forme de 'opérateur potentiel modéle.

1. Einleitung

Beschrinkt man sich bei quantenchemischen Rechnungen auf die Behandlung
der Valenzelektronen, ist der effektive Hamiltonoperator mit einem Rumpf-
Projektionsoperator zu erweitern, der die Orthogonalitat der Valenzorbitale
auf dem Rumpf beriicksichtigt:

#y,=Ep,, H=0#0 (1)
mit

v>v Tovr

o-1lo. A=F(fran)+ s L. @

Dabei bezeichnet v die Valenzelektronen, ¥~ das Rumpfpotential (clektro-
statische Potentiale der Atomriimpfe plus Rumpf-Hiillen-Austausch- und
-Korrelations-Korrekturen). ¢, projiziert beziiglich des Valenzelektrons v auf den
zum Rumpf orthogonalen Funktionenraum. Nach einer Idee von Hellmann [10]
und Gombas [8] (Kombiniertes Ndherungsverfahren (KN), Pseudopotential-
methode) kann man den Effekt von ¢, im Einteilchenanteil von #, durch ein
(allerdings nichtlokales) ,,Besetzungsverbotpotential“ simulieren und mit ¥, zu
einem ,.effektiven Potential” %, zusammenfassen, das sich additiv aus recht ein-
fachen und konstanten Anteilen #™ der einzelnen Atomriimpfe A zusammensetzt

(vel. [20)): Wr= Y H ) 2L R
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Tabelle 1. Valenzelektronenenergien zweiwertiger Metalle nach dem KN?® in eV

Atom Experimentelle Fehler in der Energie bei Rechnungen nach dem KN
Energie 0 in 4 beriick- 0 in # vernachlissigt (6)
(Ey— Epp2+) sichtigt (4) Abarenkov- Hellmann-
Abarenkov- Potential [31] Potential [22]

Potential [31]

Be —27,53 —0,05 0,05 0,02
Mg —22,68 0,02 0,17 —0,01
Ca —17,98 — — —0,09
Sr —16,72 —0,28 0,12 —0,11

® Abarenkov-Potential: W, = — Z fiir r > R,, W, = — 4, fiir r < R, ; Hellmann-Potential s. Gl. (7).

WA ist ein lokales Potential, #* projiziert auf den Funktionenraum mit der
Nebenquantenzahl /. Damit erhalt man nach kurzer Rechnung

P e e e

v'FEY v>v Toor

In einer fritheren Arbeit [207] war begriindet worden, dal es wegen der Kompen-
sation verschiedener Fehler im Hartree-Fock-Schema eine gute Néherung ist,
wenn man die noch verbleibenden Projektionsoperatoren in dem entsprechenden
Fockoperator

~ A
F=— S+ LW L Qo= o) ©)
A v

einfach vernachléssigt. Dem wiirde in einer Mehrelektronentheorie im einfachsten
Falle der Operator
5 -4
%:Z( 2"+ZWUA>+Z
v A

v>y' vy’

1

(6)

entsprechen. Er gestattet dic elegante Untersuchung einer ganzen homologen
Reihe von Verbindungen aus einer Gruppe oder Familie des Periodensystems,
die dquivalente Probleme mit nur wenig verschiedenen effektiven Hamilton-
operatoren und Pseudowellenfunktionen darstellen.

Nach numerischen Rechnungen an Atomen ([31, 22], s. Tab. 1) liefert der ver-
einfachte Operator (6) keine schlechteren Ergebnisse als der Operator (4) . Nach
diesen und anderen Untersuchungen zur Pseudopotentialmethode (z. B. [14, 15])
ist zu erwarten, daB die Bindungsenergie kleinerer Molekiile auf etwa 0,1 eV
genau erhalten werden kann.

In dieser Arbeit wird nun das KN unter Verwendung von an Atomspektren
adjustierten Hellmannschen Modellpotentialen (die Parameterwerte 4,, «, finden
sich in Zit. [21])

1 e

Wi=——+A4
r

7

1 Der relativ groBe EinfluB von @ beim Abarenkov-Potential ist verstindlich: Da dies Potential,
wie auch das “cut off’-Potential, im Gegensatz zum theoretischen in Kernnéhe keine positiven Werte
annimmt, wird dort durch die Pseudowellenfunktion die wahre Dichte schlecht approximiert.
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an einigen zweiatomigen Molekiilen der ersten Familie des Periodensystems
getestet. Da bei ihnen die Korrelationsenergie den wesentlichen Beitrag zur Bin-
dung liefert (die Alkalimetallmolekiile mit Ausnahme von Li, besitzen in SCF-
Niherung keine positive Bindungsenergie), wurde eine CI-Methode herangezogen.
Im Rahmen des KN, bei dem ohnehin experimentelle Atomenergien (zur Adjustie-
rung der Parameter in Gl. (7)) bendtigt werden, ist es naheliegend, eine Methode
der Atome in Molekiilen [4, 13, 18] heranzuziehen. Im Anhang wird die hier
benutzte Variante von Arais DAIM-Methode [5] beschrieben, die bei relativ
bescheidenem Aufwand die Energie auf ca. 0,1 eV genau zu bestimmen gestatten
diirfte. Anhand dieser und anderer Ergebnisse wird schlieBlich diskutiert, in-
wieweit der Winkelprojektionsoperator &, im effektiven ,,Potential” (3) von Be-
deutung und welche analytische Form fiir die Modellpotentiale W, bei Molekiil-
rechnungen besonders geeignet ist.

2. Ergebnisse der Rechnungen

a) Anionen

Fiir ionische VB-Strukturen werden die Energien verschiedener Zustinde der
Anionen benétigt. Da diese weitgehend unbekannt sind, wurden sie nach dem
KN mit einem einfachen Hylleraas-Ansatz berechnet (vgl. [22]). Die Ergebnisse,
wie auch die Parameter optimierter Slaterorbitale, "¢~ %, fir die drei Terme
s* 1S, p? 1S und p? D finden sich in Tab. 22. Der sp ' P-Zustand ergab sich fiir alle
5 Ionen als nicht gebunden.

Tabelle 2. Negative Energien der Anionen der einwertigen Metalle in eV (bezogen auf E{(M*)=0) und
optimale Slaterparameter {

Ion $218 pz 1g pz ip

n C ESTO EHyl n é’ ESTO EHyl n ( ESTO EHyl
Li- 2 047, 512 60, 2 029 220 3, 2 032, 273 3
Na~ 3 0,69, 4,56 5,64 3 0,365 1,80 2,8 3 0,415 2,32 3.0
K- 3 057, 401 48, 3 034 1,74 2, 3 037, 221 24
Rb- 3 055, 388 46, 3 032 L69 2, 3 034, 214 24
Cu 2 071, 632 8, 2029, 221 3, 2 032, 274 3,

b) Molekiile

In Fig. 1 sind berechnete und experimentelle Bindungsenergien * und Gleich-
gewichtsabstdnde einander gegeniibergestellt. Der Gang der GroBen wird quali-
tativ richtig wiedergegeben. Die quantitative Ubereinstimmung ist allerdings

2 Nach der Tabelle haben die p? *D-Zustinde annihernd die gleiche Energie wie die p-Zustinde
der neutralen Atome, wiahrend die p? *S-Zustinde eine noch héhere Energie haben. Die wahren Ener-
gien kénnen zwar einige Zehntel eV tiefer liegen, wohl aber kaum so tief wie von Arai [5] fiir Li ver-
mutet.

3 Die experimentellen Werte sind zum groBten Teil Zit. [12] entnommen.
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Fig, 1. Berechnete und experimentelle Gleichgewichtsabstinde und Bindungsenergien
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Fig. 2. Potentialkurve von Na,

picht ganz befriedigend. Die berechneten Energien sind 15-30%, (0,15-0,4 ¢V)
zu klein, die Abstinde 5-10%, zu groB. Nach Fig. 2 liegt dies offenbar daran, daf}
die Potentialkurven mit sinkendem Abstand zu rasch wieder ansteigen.

3. Diskussion des Modellpotentialoperators
a) Analytische Form des Modellpotentials

Das hier verwendete Modellpotential (7) geht in Kernnahe im Falle besetzter
Atomrumpfschalen entsprechender Nebenquantenzahl sehr stark gegen + co.
Und zwar nimmt A4,* besonders bei den schweren Atomen hohe Werte an [21].
Derartig steile Potentiale hatten sich bei Atomrechnungen geeigneter erwiesen
als Potentiale mit flacherem Verlauf, wie z. B. e¢in abgeschnittenes Coulomb-
potential (“cut-off’-Potential) oder ein Abarenkov-Potential [21]. Wenn auch
zu vermuten ist, dal3 sich die Molekiilergebnisse fiir ein Hellmann-Potential noch
etwas verbessern lassen, wenn man mit einer in Kernnihe sehr flexiblen Funk-
tionenbasis arbeitet, so deuten die Resultate von Koch mit einem “cut-off’-
Potential [14] doch darauf hin, daB bei Mehrzentrenproblemen anderen als den
Hellmannschen Modellpotentialen der Vorzug zu geben ist. Es sei hier auf die in
[20] vorgeschlagenen Ansitze hingewiesen, die eine bessere Beschreibung der
mittleren Elektronendichte in Kernnihe ermdglichen als das “cut off” Potential.

4 Diekiirzlich neu berechneten 4, [21] sind {ibrigens viel gréBer als die von Hellmann angegebenen.
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Tabelle 3. Parameter des effektiven Potentials

Hellmann- Abarenkov-
Potential [21] Potential [1]
A o R A
Li [=0 10 2,20 2,0 —0,202
I=1 -2 2,33 2,0 —0,759
Na [=0 14 2,27 2,2 —0,205
=1 14 2,23 2,2 -0,279
K =0 18 1,87 2,6 —0,103
I=1 18 1,64 2,6 +0,056

b) Die Bedeutung der Winkelprojektionsoperatoren %,

In Hellmanns urspriinglicher Formulierung des KN [10] war eine Abhingig-
keit des effektiven Potentials von der Nebenquantenzahl nicht beriicksichtigt
worden. In daran anschlieBenden neueren Arbeiten (z. B. [14, 15,19, 25, 28])
wurde dhnlich verfahren. Andererseits wurde schon frith von Hellmann [11] auf
eben diese Abhingigkeit hingewiesen (was von den meisten Autoren nicht erwidhnt
wird) und neuerdings auch berlicksichtigt (z B. [2, 10, 16, 17, 20, 21, 22, 26, 31]);
auch hat Gombas (vgl. [9]) seit langem auf statistischem Wege [-abhingige W
berechnet. Von verschiedener Seite wurde iberhaupt die Verwendung der ge-
nannten Vereinfachung kritisiert. Es ist aber bisher noch nicht genauer gepriift
worden, wie gro83 der Einflul der Vernachldssigung von &%, etwa auf die Energie,
tatséichlich ist. Dies soll hier anhand der bis jetzt vorliegenden numerischen Er-
gebnisse, soweit diese vergleichbar sind, versucht werden.

Betrachten wir zuniichst die Parameterwerte fiir je ein Atom der ersten drei
Perioden (Tab. 3). Da der Li-Rumpf keine p-Elektronen besitzt, ist es nicht ver-
wunderlich, daB sich im Gegensatz zu Na bei Li die s- und p-Potentiale merklich
unterscheiden. Dementsprechend wurde die Valenzschalenkorrelationsenergie bei
Vernachldssigung von 2, (gleiches 4, « fiir /=0, 1) fir Li~ um 0,10, fiir Be um
0,25eV zu klein errechnet [22]**, wihrend der Fehler bei Na™ und Mg unbedeutend
war. Bei den schwereren Elementen kehren sich die Verhiltnisse in den Parameter-
werten von s- und p-Potentialen sogar um (die Zahl der p-Rumpf-Elektronen
nimmt stirker zu als die der s-Elektronen); es ist damit eine Erklarungsmoglich-
keit fiir die in Zit. [22] um 0,1 €V zu grof berechneten s2-K orrelationsenergien der
schwereren Atome gefunden.

Weiterhin findet Koch [14] bei der Vereinfachung nicht fiir Na,, wohl aber
fiir Li, sowohl SCF- wie (SCF + o-Korrelations)-Energie um 0,3 eV zu hoch?®,
wihrend in dieser Arbeit bei Beriicksichtigung von &, die Gesamtenergien beider
Molekiile etwa gleich genau erhalten wurden (& 0,15 eV zu hoch).

42 Ahnlich liegen die Verhéltnisse bei Systemen mit relativ hochligenden d-Schalen im Rumpf,
z. B. bei Cu™.

% In einer kiirzlich erschienenen Arbeit von W. R. Kahn und W. A. Goddard (Chem. Phys. Letters

2, 667 (1968)) wurde weiterhin gezeigt, daB sich die G 1-Valenzorbitale von LiH und Li, z. T. wesentlich
verschlechtern, wenn man &, vernachlissigt.
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Tabelle 4. Pseudopotentialrechnungen an Na, ( Energien in eV, Abstdnde in aE)

Zeile  Autor Potential 2, Rechen- Fehler ¢ Disso- Gleich-
beriick- methode in der ziations-  gewichts-
sichtigt Energie energie  Abstand

bei R=w :

1 Szasz [25] Hellmann®  nein VB® ~0,5 0,23 6,2

2 Szasz [28] theor. ber. nein VBP ~0,05 0,25 6,4

3 Koch [14] cut off nein SCF +¢CI 0,00 0,29 5.2

4 Logatschow [17]  Abarenkov ja VB? 0,45 0,42 5,7

5 diese Arbeit Hellmann  ja VB -CI® 0,04 0,56 6,3

Exper. [32] 0,73 5,82

2 Dies urspriingliche Hellmann-Potential ist schlecht adjustiert: Als Variations-Wellenfunktion
wurde ein 1s-STO verwendet, das gerade dort ein Dichtemaximum liefert, wo das Potential + oo ist;
die exakte Losung kann dagegen gut durch ein 2s-STO approximiert werden [21].

b In Zeile 1,2 mit ionischer Konfiguration bzw. Korrelationsfaktor erweitert, was aber die
Energie nur wenig verbesserte. Einer (SCF + ¢ CI)-Rechnung vergleichbar.

¢ Sollte dem experimentellen Wert nahekommen.

¢ Energieerniedrigung beim freien Atom bei Verbesserung der Variationsfunktion, MaB fiir die
Gtte der Basis.

In Tab. 4 finden sich Resultate verschiedener KN-Rechnungen an Na,. Nach
vollstindigen SCF-Rechnungen an Li, und Na, und SCF-CI-Rechnungen an
Li, von Das und Wahl [6, 30] kann die {SCF + ¢ CI)-Dissoziationsenergie von
Na, zu 0,3 €V abgeschitzt werden. Dieser Wert wird von den ersten drei Zeilen
der Tab. 4 cinigermalBen erreicht. Der tiefere Energiewert der vierten Zeile ist
danach eher als fehlerhaft wegen der recht schlechten Basis anzusehen denn als
Energieabsenkung und -verbesserung durch die Berlicksichtigung von 2, wie
Logatschow [23] vermutet. Entsprechendes trifft fiir den Ry-Wert zu: Zu grofie
Abstinde sind nimlich typisch bei alleiniger Beriicksichtigung der o-Korrelations-
energie [3]. Die nicht ganz befriedigenden Resultate der fiinften Zeile waren oben
schon erlautert worden.

Zusammenfassend kann man daher wohi folgendes sagen. Wenn die effektiven
Potentiale eines Atoms fiir verschiedene [ sehr dhnlich sind, wie beispielsweise
bei Na oder Mg, kann das effektive Potential rein lokal angenommen werden. Im
allgemeinen aber muB man damit rechnen, daf3 diese Vereinfachung zu Fehlern
von iiber 0,1 eV in der Energie fithren kann und damit die Leistungsfahigkeit des
KN merklich verschlechtert.

4. Anhang
Rechenmethode der deformierten Atome in Molekiilen

Die gesuchte Pseudo-Wellenfunktion, d. h. die tiefste Eigenfunktion von (6),
wird in eine Reihe von VB-Funktionen entwickelt®.

Y=Y CyWy, Py=A(@OPEX) (8)
K
o (mit .o/? = o/) soll die Symmetrie der Elektronen wie des Kerngeriists beriick-

sichtigen. @4 ist eine dem Zustand des Atoms A in der VB-Struktur K ent-

6 Fiir ein Zweielektronensystem ist diese Formulierung eindeutig. Es sei ¥ = ¥{r} («f — fo).
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sprechende Slaterdeterminante (bzw. Linearkombination von Slaterdeterminan-
ten) auf minimaler STO-Basis mit fiir das Molekiil optimierten Orbitalexponenten.

Der Hamiltonoperator des Molekiils wird nun folgendermaBen in atomare
und Wechselwirkungs-Glieder zerlegt:

% qu — &{{[%A(K)qu(K)] (DB(K) + @A(K)[%B(K)éB(K)] + %W(K)@A(K)@B(K)} . (9)
(Die Zerlegung ist von der VB-Struktur abhingig, auf die 5 wirkt!)

Die Gln. (6), (8) fiihren zu einem Eigenwertproblem mit den Matrixelementen
S;x=<JIK) und

Hyx=(E )+ Epiy) - Sk +<J| AW AR PEKD,
+ T [(AAE — E 4x) + (AP — Ep)] GBI PBE, (10)
=Eg - S;x +Hy® + Grg.

Die E , sind die exakten Energien der ungestorten Atomzustinde A(K), der zweite
Term beschreibt die Wechselwirkung zwischen ihnen. Der dritte Term riihrt
daher, daB3 wir als Basis nicht die wahren Atomfunktionen, sondern einfache, fiir
das Molekil optimierte STO-Funktionen verwenden; er wird zunichst auf-
gespalten in

1

A A.
GJ'K=<JI*Q{AZ<_ x4 ViXA*XA—zixA> B

i

B A
+ @4y ) <~ VXP Vi —XP =~ XB>>
11
+ I A (4 = E ) X'} @F ()
+ gpAvaB{XB(f%ﬁB-EB) XB}>

Dabei bedeuten X ein fir das freie Atom optimiertes Produkt von einfachen
Slaterfunktionen’ und y ein Produkt von ,Kontraktionsfaktoren® ~ e %
so dall @ = .o/ (Xy).

Die ersten beiden Terme von (10) und der erste Term von (11) werden exakt
berechnet. Sie enthalten die liblichen Einelektronenintegrale, bei einer kovalenten
Struktur K kommen in H' auch einige Zweielektronenintegrale vor. Die Integrale
wurden mit dem QCPE-Programm Nr. 88, MINT 1, berechnet [29].

Der erste Term von (11) geht auf die Verdnderung der kinetischen Energie der
Atome durch den Kontraktionsfaktor zuriick. Die Bedeutung des zweiten Terms
erhellt aus folgender Uberlegung: Falls o/ = 1 (d. h. Einelektronenatom oder beide
Elektronenim gleichen AO) oder falls y = 1 (d. h. kleiner Kontraktionsparameter 8),
kann man niherungsweise

AL —E]X)~(ES° —E) @ (12)

schreiben. Das Glied tritt also auf, weil sich die Atomfunktionen .o# X sowohl von
den exakten wie von den Hartree-Fock-Atomfunktionen unterscheiden. Statt aber
die Basis so zu erweitern, daB damit die Atomzustinde besser reproduziert werden
konnen, behalten wir die minimale STO-Basis bei, vernachlissigen aber (12),

>

T Die Funktionen fiir die neutralen Atome finden sich in Zit. [21].
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wobei wir also insbesondere voraussetzen, dal dem kontrahierten Atomzustand
im Molekiil die gleiche Korrelationsenergie entspricht wie dem freien Atom.
(Diese Néherung wird beispielsweise durch die Modellrechnungen von Gimarc
[7] gestiitzt.) (12) kann aufgespalten werden in ((E5™° — E™)+(E"F —E)) &.
Wihrend Arai [5] nur den Korrelationsanteil (EH¥ — E) vernachlissigte (sog.
inneratomare Korrelationskorrektur, ICC, vgl. Moffit [18] und Hurley [13]),
nicht aber diec Hartree-Fock-Korrektur (EST® — EHF), scheint es nach der hier
gegebenen Zerlegung von # sinnvoller, auch letztere unberiicksichtigt zu lassen.
Das heifit die ,,Atomanteile von J# werden mit kontrahierten exakten Atom-
funktionen berechnet, die zwischenatomare Wechselwirkung mit Minimalbasis-
STO-Funktionen. Damit # trotz dieser Ndherung hermitisch bleibt, ist vorher
H;y durch 1/2 - (H,x + Hy,) zu ersetzen.

Falls die beiden obengenannten Bedingungen nicht zutreffen, z. B. fiir den
Zustand sp 'P Li~ (es gibt keinen gebundenen Zustand dieser Rasse, p ist ein
freies Elektron), miissen die Matrixelemente von G unter den analogen Vernach-
lassigungen wie bei (12) explizit ausgerechnet werden.

Beispiel: Konfiguration K =sp PP Li- — S Li~.

Es seien § und p die optimalen STOs fiir s2SLi und p2PLi und § -0 =s,
P+ n=p. Dann erhilt man?®:

Grx= <J|{— DB -k, } (1) p2)
12

=<J|<— VEVJ—§~§—a>p+S<—— Vp Vn-—ﬁ%n)> (13)

+ <J[Eﬁ+ L|K> .
T2
Man beachte, daB sich die Kontraktionsfunktionen z (und Ej;) auf den p-Zustand
eines neutralen Atoms bezieht.

Da sp'P Li~ nicht gebunden ist, verschwindet auch die Korrelationsenergie
des Atomzustands, wihrend dem kontrahierten Atomzustand im Molekiil eine
Korrelationsenergie von etwa 0,5 eV zuzuschreiben wire (vgl. Zit. [24]). Daher
ist es mit der Vernachlédssigung von (12) konsistent, in (13) E; durch E;—0,5eV
Zu ersetzen.

Folgende VB-Strukturen wurden in die Rechnung einbezogen: s —s, s — p,,
Po— Po» P — P, sowie ionische Strukturen mit den Anionen s*'S, sp'P, p* 'S,
p? 'D. Die Exponenten der STOs in den Molekiilfunktionen unterlagen der Be-
schrinkung {, = {,. Der somit verbleibende eine nichtlineare Variationsparameter
wurde unter Heranziehung des verallgemeinerten Virialsatzes [23] fiir drei
R-Werte in der Nihe des experimentellen Gleichgewichtsabstands optimiert.

Das Hellmannsche effektive Potential ist in Kernnihe stark positiv. Da die
am anderen Atom zentrierten STOs mit m =0 in diesem Bereich zu einer merk-
lichen Dichte der Molekiilfunktion fithren, ist es notig, den Ansatz durch je eine
kovalente und eine ionische Funktion zu erweitern, die aus AOs s" aufgebaut
sind, welche im Zentrum nicht verschwinden und die es ermd&glichen, auch im

8 Mit den von Arai [5] angegebenen Formeln wiirde man hier fiir G,zmerklich andere Werte
erhalten. [nsbesondere wurden dort einige nichtverschwindende Integrale Null gesetzt.
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Molekiil eine am Kernort verschwindende Pseudodichte zu erzielen. Es wurde
s'~(1+7)e”" gewihlt. Das merkwiirdige Resultat von Szasz [25,27], daB die
Zumischung einer ionischen Struktur zur s — s-Grundkonfiguration der Molekiile
keine merkliche Energieerniedrigung ergab, wurde nun nicht mehr reproduziert.
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